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Soit [[(z) = Nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a z.

|z|=partie entiere de xz, et Q(x) le nombre de diviseurs premiers de x (avec répétition).

Q(z) est additive, 2(1) = Q(0) =0, Q(p) =1 et Q(z.y) = Qz) + Q(y)

x z z
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En effet z! = 251+ [+ glgl+lElH 5l5+El . done

et = |5 + ||+ ||+

En sommant verticalement on obtient (1)

> |Fs|= iﬂfﬁ (5" @
Pi<gl/e i=1

=1lquand 1< 7 <2o0u§ <P"<zou (%)1/a<P,-§x1/“

En effet ‘ P
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Donc Z ia = Z éa +H [xl/a] _ H [(g)l/a]
P;<gl/a Piﬁ(%)l/a

w3 (el = 2 (e I -TT|G) ] =10 [(5)]
r<(3)

et il vient (2) en continuant le processus.

i=|loga|

Posons | ¥q(z) = Z H(xl/z') (3)

i=|logaz|
Par inversion de moébius on a |[[(z) = Z w(i)Tq (a:l/ ’) (4)
i=1
x
2\ = !
On a alors ;\I'Q (z) Q(x!) (5)
) T T T T
pulsqueZlIlQ(?):z E‘+ Z 74_ Z 74_
i<z P;<z Pi5|w1/2| PiS|:E1/3|
En inversant (5) il vient |¥q(x) = Zu(z)ﬂ [(f),] (6)
i<z L
En développant la partie droite de (6) on trouve :
x x x x
Ta(e) = ) 7|2 > P Tt > W > BP P
Pi<z P;<P;j<z J P;<P;<P,<z J P;<Pj<P <P <z J
Posons A;(z) = Z z As(x) = Z v As(x) = Z _ T | ete---
B’ P.pP; |’ P,.P;.B |’
Pi<z P;<Pj<z J Pi<P;j<P,<z J
Alors | Wo(w) = A1(z) — 2.45(x) +3.43(x) — 4.As(x) + - | (7)
K
Or 3 uli) H -1
i<z
Soit aussi ‘m —1=A;(z) — Ax(z) + As(x) — Ag(z) + - -~ ‘ (8)
(7)-(8) entrainent | q(z) =z — 1 — Ao(x) + 2.45(z) — 3.44(z) + 4. A5(x) — - | (9)
On notera que ¥o(z) =x—1pour 1 <z <6 et Ta(0) =0
Onadonc |To(z) =a—1— As(z) — Au(z) — As(z) — - [2]] (10)
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Or ZQ( ) (z) + Ag(z) + Ag(z) + ) + 2z — 1 (11)

i<z

avec ()(z) nombre de ”squarefree” < z

En effet si ’on pose H k(z) = nombre de ”squarefree” < z ayant k facteurs premiers, on a aussi :
= f , As(z) = 2 f , 3 ,ete-
| i i
i<|g| i<|2| z<|30|

et 41(2) + A2(2) + As(2) + Au(@) + = 3 [ (5)+ D2 H2(§)+ > I (5) +-

i<| 5| i<|z| i<| %]

Or Q(z) = 1+]1(z) + [T2(2) + [1s(=) + [T4(z) +

Donc | Ay (2) + As(2) + As(z) + Ay(z ZQ( ) (12)

i<z

Si 'on pose SQ(z ZQ ( )

i<z

(8) et (12) entrainent 2(Ax(z) + A4(z) + As(z) + As(z) +---) = SQ(z) — 2z + 1, ce qui démontre (11)

et aussi ZQ( ) =1[2] V=z (13)
i<z
(10) et (11) entrainent |Wgq(z) = % 2] (14)
i=|va|
Soit F1(z Z ‘ , il est facile de montrer que F'1(z)=2 Z ‘ ‘ - |Vz |
i<z
Appelons | Flr(z) = ‘ ‘ ,onadonc Fl(x) = 2.Flr(z)—|v/z|" et |Fl(z) = |v/| [2]] (15)
z<|\/_|
Or |Fl(z)= Z SQ (1—2) (16) et par inversion de moébius | SQ(z) = Z u(i).F1 <1—2)
i<\ <\l
o |vE|
Done SQ(z) = Y uli) 2F1r =23 u Flr( )— > ul). |
£Ive <1V <1V
2
S uti) |
2)— . i<|Vz
Posons | SQi(z) = % = Z u(i).Flr (%) - Ivel 5 (18)

i<|val|
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2

Posons SR(z) = Z (i) ﬁ
<[4
JE P i=|va|
# :1pour4<i§\/§,doncSR(x): Z p(d) |—| + Z (i)
i
i<| = i=| %= |+1
\/— 2 = g Z:|\/5|
T .

# :2pour@<z§4 , donc SR(z) = Z (i) 5 +4 Z (i) + Z (%)
i<| = i=| %= |41 i=| %= |41
i=|va] =

En continuant le processus il vient SR(z) = i? Z w(j)
=1 Jj= zﬁ +1
Comme z? = 0[4] pour z pair et 2> = 1[4] pour z impair
j=| %=
On a donc SR(z) = Z w(g) [4]
i impair<|v/z|j= i\fl +1
i=b
Or Z (i) = M(b) — M(a) avec M (z) fonction sommatoire de moébius
i=a+1

Donc SR(z) = M (va) - M () + M (3Z) = M (¥E) +---[4]

) + ---=—1 propriété de M (z) pour z > 2

Et (18) entraine | SQi(z) = > pu(i)Flr (%) 2] (19)

Donc |Vgq(z) = SQi(x)[2] (20)

i=|logaz|

Et finalement avec (4) [1(z) = Z w(i)SQq (z1/H)[2] (21)

=1

1/2 x logz) et avec

Cette expression permet de calculer la parité de [[(x) avec une complexité en O (z

un espace de stockage en O(1).
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